



Ground States and the Singularity of the Spin














Jij ŝi · ŝj , (1)




i )は i番目の電子のスピン（以下，スピン iと呼ぶ），
Jij (i, j = 1, 2, 3; i ̸= j) はそれぞれスピン i とスピン j の交換相互作用である。記号

















を用いて，ŝi = 12 σ̂ と表される。全スピン Ŝ =
∑
i ŝi の２乗 Ŝ
2 の固有値を S(S + 1)と
すると，S は 1/2または 3/2に限られる。[1]では相互作用が等しい J12 = J23 = J31 の
場合を扱ったが，相互作用が非一様な場合，すなわち相互作用を J12 ̸= J23 ̸= J31 の場合
に拡張して基底状態を調べることにより，この系の特徴が見えてくると考えられる。
各相互作用の符号によって，表 1に示すように８通りの場合が存在する（図 1）。この
うち，J12, J23, J31 > 0の場合の基底状態は自明で，強磁性的状態である。また，2つが
負で１つが正の場合も，S = 1/2 の自明な状態となる。３つとも負の場合の基底状態は
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No. J12 J23 J31
1 + + +
2 + + −
3 + − +
4 + − −
5 − + +
6 − + −
7 − − +
8 − − −





図 1 J12 ̸= J23 ̸= J31 の場合の基底状態
ハミルトニアン (1)の固有値を数値計算によって求めたのが，図 2∼5である。図 2は
J12 = −1, J23 = +2での，エネルギー E の J31 依存性を調べたものである。１つの曲線
は２重（S = 1/2の場合），または４重（S = 3/2の場合）に縮退している。
図 2に示すように，J31 が J23 と一致する J31 = 2で，基底エネルギーの準位の交差が
起きている。ここで，S = 1/2の状態から S = 3/2の状態へ，基底状態が移り変わって
いる。J31 = 2では６重縮退となっている。
基底状態の移行がどこで起きるかを，J12 = −1.0,−0.75,−0.5 の各条件で調べた
のが図 3 である。交換相互作用が２つ以上負の場合にこの移行は起こらないので，
0 ≤ J23, J31 ≤ 3に限ってある。J12 が −1.0から −0.5に変わるにつれて，S = 3/2が基
底状態の範囲が広がる様子が見て取れる。
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図 2 J12 = −1, J23 = 2の場合の，エネルギー E の J31 依存性
図 3 基底状態が S = 3/2と S = 1/2である境界の，J12 依存性。曲線より右上側が
S = 3/2である。記号×が計算値，曲線はベジエ曲線による補間である。
2. スピン相関関数






























S = 1/2から S = 3/2に変わるところで，相関関数に跳びがみられる。また，J31 > 2













の J31 依存性（J12 = −1, J23 = +2）
図 5は同じく，スピンの x成分の相関関数である。J31 ≤ 2では，z 成分の相関関数と
ほぼ同様であるが，S = 3/2 に転移後のふるまいが異なる。Sz = ±1/2 の場合は 1/6，
Sz = ±3/2の場合は 0である。z 成分の相関関数との違いは，固有ベクトルの基底に Ŝz
の基底を用いたためである。
3. J12 = J23 = J31 < 0の場合の，相関関数の特異性
J12 = −1の場合に，J23 と J31 を −3から +3まで変えた時の，基底状態におけるス
ピン１とスピン２の z 成分の相関関数 ⟨ŝz1ŝz2⟩を見たものが図 6である。S = 3/2の部分
は，低い方の値である −1/12を用いて描いている。
図からわかるように，J23 = J31 = −1(= J12) の点で，相関関数が特異点を持つ。








の J31 依存性（J12 = −1, J23 = +2）












図 6 J12 = −1の場合の，⟨ŝz1 ŝz2⟩のグレースケールグラフ。白が高く，黒が低い。右
上の S = 3/2の領域は，２つの値の一つ −1/12を用いている。J23 = J31 = −1の点
を J23 = J31 の線に沿って横切ると，ジャンプがある。
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される。
スピンの x成分の相関関数の平均値：⟨ŝx1 ŝx2⟩ , ⟨ŝx2 ŝx3⟩ , ⟨ŝx3 ŝx1⟩にも同様の特異性が現れ
る。また，各スピンの区別はないので，J23 = −1，J31 = −1の平面でも同じような特異
点が現れる。さらに言えば，J12 = J23 = J31 < 0の条件であれば，相互作用の大きさに
かかわらず同じような特異点が現れるはずである。
図 7 J12 = −1, J23 = −1の場合のエネルギー E の J31 依存性。J31 = −1で基底状
態の交差が現れる。
図 8 J12 = −1, J23 = −2 の場合のエネルギー E の J31 依存性。基底状態に J31 の
変化による交差はない。
なぜこの点に特異性が現れたのか，調べてみる。[1] で示したように，J12 = J23 =
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J31 = −1の場合，基底状態は４重に縮退している。この４つの状態は，Sz = ±1/2の他
に，ベクトルカイラリティ
∑
⟨j,k⟩ ⟨ŝj × ŝk⟩で区別される。図 7は J12 = J23 = −1の条
件下での，エネルギーの J31 依存性である。２つある S = 1/2の状態はそれぞれ２重縮
退，S = 3/2の状態は４重縮退している。J31 = −1の点で，S = 1/2の状態同士の交差
が起きる。一方，図 8のように J12 = −1かつ J23 = −2の場合は，基底エネルギーの交
差は起きずエネルギーギャップが生じる。
以下，特異点周辺の基底状態について議論する。状態を表すのにテンソル積を用いる。











底を１スピン基底のテンソル積：{|uuu⟩, |uud⟩, |udu⟩, |udd⟩, |duu⟩, |dud⟩, |ddu⟩, |ddd⟩}
で表す。たとえば，スピン１が |u⟩，スピン２が |u⟩，スピン３が |d⟩ の状態は |uud⟩ =
|u⟩1|u⟩2|d⟩3 = |u⟩1 ⊗ |u⟩2 ⊗ |d⟩3 である。また以下では表現のわずらわしさを避けるた
め，必要な場合を除き，状態の規格化は行わない。
(J12, J23, J31) = (−1.0,−0.9,−0.9)の場合，Sz = +1/2の状態は
|udu⟩ − |duu⟩ = (|u⟩1|d⟩2 − |d⟩1|u⟩2)|u⟩3， (3)
Sz = −1/2の状態は
|udd⟩ − |dud⟩ = (|u⟩1|d⟩2 − |d⟩1|u⟩2)|d⟩3 (4)
である。これらはいずれも，相互作用の最も強いスピン１とスピン２が一重項を作り，ス
ピン３が |u⟩または |d⟩として付属している。
一方，(J12, J23, J31) = (−1.0,−1.1,−1.1)の場合，Sz = +1/2の状態は
2|uud⟩ − |udu⟩ − |duu⟩ = |u⟩1(|u⟩2|d⟩3 − |d⟩2|u⟩3) + |u⟩2(|u⟩1|d⟩3 − |d⟩1|u⟩3), (5)
Sz = −1/2の状態は
|udd⟩+ |dud⟩ − 2|ddu⟩ = (|u⟩1|d⟩3 − |d⟩1|u⟩3)|d⟩2 + |d⟩1(|d⟩2|u⟩3 − |u⟩2|d⟩3) (6)
である。いずれも，スピン２とスピン３，スピン３とスピン１がそれぞれ一重項を組んだ状
態の重ね合わせとなっている。すなわち，J23 = J31 = −0.9の場合と J23 = J31 = −1.1
の場合では，基底状態の性質が異なることがわかる。
特異性を調べるために，J12 = −1, J23 = −1 + δ, J31 = −1 + ϵとおき，ハミルトニア
ン Ĥ = −2
∑
⟨i,j⟩ Jij ŝi · ŝj の固有状態を調べる。エネルギーの低い方から２つまでの固






(ϵ+ δ − 3)−
√
ϵ2 − δϵ+ δ2, (7)
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である。２つのエネルギーの関係は E1 ≤ E2 である。等号は δ = ϵ = 0の場合，すなわ
ち，J12 = J23 = J31 の場合に限り成り立ち，その時，基底状態は４重に縮退する。その
条件から少しでも外れると，基底状態は２重縮退になる。また，J12 = J23 = J31 の場合
を除き，基底状態はベクトルカイラリティの固有状態ではないことが示される。なお，上
記の状態は ϵ, δ → 0で特異性を持つように見えるが，それは見かけ上である。
J23 = J31 = −1.1から J23 = J31 = −0.9まで，J23 = J31 = −1.0の点を回避するパ
ラメータを取った場合の，Sz = 1/2の状態の確率振幅の変化を描いたものが図 9である。
Sz = −1/2の場合も，確率振幅のつく基底が異なるだけで，傾向は同様である。横軸は，
図 10の番号が表すパラメータセットを表す。状態の位相（符号）は，経路に沿って確率
振幅が滑らかにつながるよう取った。J23 = J31 = −1.0の点を回避すれば，基底状態は
滑らかに移行することがわかる。したがって，相関関数の特異性は，基底状態の交差によ
る性質の変化がもたらしたものと結論できる。なお，J23 = J31 = −1.0のまわりを一周
して元に戻った時に，状態の位相は π ずれることが図 9 から読み取れる。位相も特異性
を特徴づけることがわかる。
4. 議論
[1]では J12 = J23 = J31 の場合のみを調べた。そこでは，カイラリティという，系を
特徴づける量が存在することが示された。一般の系で J12 = J23 = J31 が成り立つのは，
かなり特殊な状況と言える。
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図 9 ，図 10の各点における基底状態の，各基底の
確率振幅（Sz = 1/2）。図中の |uud⟩の曲線は，基
底 |uud⟩の確率振幅の変化を表す。
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